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1. はじめに

地震動などのフーリエ変換可能な非定常な時系列の群遅延時間

（フーリエ位相の角周波数微分にマイナス1をかけた値）の平均は．

時刻歴波形の時間的重心に対応することが知られている例えば 1)．こ

の性質は，ある特定の周波数帯域に限定しても成り立つので，これ

を利用して所要の周波数的非定常性を持つ時系列が作成できる．こ

の事実は，構造計算用の模擬地震動の作成にも応用されている 2), 3) ． 
しかしながら，この群遅延時間（および群遅延時間を含む地震動

の周波数微分）の性質については，応用面での研究は進んでいるも

のの，理論的な側面では，十分な理解が得られているとは言い難い．

例えば，フーリエ振幅の角周波数微分がどのように経時特性に影響

するかについては，先行研究でも，無視する立場 4) と考慮すべきと

する立場 5), 6) に見解が分かれている．また，群遅延時間を含む周波

数微分量の計算方法についても，今なお研究が続けられている 6) – 8) ．

つまり，理論的に未整備で，それが応用上の混乱を招いている部分

がある．この混乱の一因として，地震動の周波数微分と経時特性の

間の対応関係が，常に平均や分散などの統計量を介するものとして

理解されていることが挙げられる．統計量を用いた分析は，不確定

要因を含むデータの分析方法として強力ではあるが，統計的な代表

値と実際の標本との差異が，統計的なばらつきによるものか想定外

の要因によるものか，判別が難しい． 
そこで本報告では，地震動の周波数微分と経時特性との，「平均」

と「重心」の関係よりも，直接的な関係について説明する．具体的

には，十分に狭い帯域のバンドパス・フィルター透過波の包絡線が，

その帯域の複素フーリエ振幅の周波数微分によって，決定論的に一

意に表されることを示す．このような「十分に狭い帯域」を，以下

「極狭帯域」と呼び，極狭帯域の波を「極狭帯域波」と呼ぶ（これ

らの厳密な定義は2章で述べる）． 
 

2. 極狭帯域波の経時特性についての理論 

 

2.1 基礎理論 

(1) 極狭帯域波の定義 

 検討の対象とする地震の時刻歴波形を𝑢𝑢(𝑡𝑡)とし，そのフーリエ変

換を𝑈𝑈(𝜔𝜔)とする．𝑢𝑢(𝑡𝑡)と𝑈𝑈(𝜔𝜔)相互の関係は以下の通りである． 
 

𝑈𝑈(𝜔𝜔) = � 𝑢𝑢(𝑡𝑡)e−i𝜔𝜔𝜔𝜔𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
=:ℱ[𝑢𝑢(𝑡𝑡)] (1) 

 
𝑢𝑢(𝑡𝑡) =

1
2𝜋𝜋� 𝑈𝑈(𝜔𝜔)ei𝜔𝜔𝜔𝜔𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
=:ℱ−1[𝑈𝑈(𝜔𝜔)] (2) 

ここに，iは虚数単位（= √−1），𝐴𝐴 ≔ 𝐵𝐵は左辺の記号𝐴𝐴を右辺𝐵𝐵で定

義すること（𝐴𝐴 =:𝐵𝐵は記号𝐵𝐵を𝐴𝐴で定義すること），ℱとℱ−1はそれ

ぞれフーリエ変換・逆変換の略記を表す． 

𝑈𝑈(𝜔𝜔)は，次のように振幅𝐴𝐴(𝜔𝜔)と位相𝜃𝜃(𝜔𝜔)に分けて考える． 
 𝑈𝑈(𝜔𝜔) = 𝐴𝐴(𝜔𝜔) exp(i𝜃𝜃(𝜔𝜔)) (3) 

ここに，𝐴𝐴(𝜔𝜔),𝜃𝜃(𝜔𝜔)は共に実数である（本報での振幅𝐴𝐴(𝜔𝜔)は，負の

値も許容するものとする．理由は付録１にて述べる）．さらに，これ

らの検討対象とする角周波数𝜔𝜔𝑐𝑐まわりのテイラー展開を考える． 
 

𝐴𝐴(𝜔𝜔) = 𝐴𝐴(𝜔𝜔𝑐𝑐) + �(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)𝑛𝑛𝐴𝐴𝑐𝑐
(𝑛𝑛)

∞

𝑛𝑛=1

 (4) 

 
𝜃𝜃(𝜔𝜔) = 𝜃𝜃(𝜔𝜔𝑐𝑐) + �(𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐)𝑛𝑛𝜃𝜃𝑐𝑐

(𝑛𝑛)
∞

𝑛𝑛=1

 (5) 

 𝐴𝐴𝑐𝑐
(𝑛𝑛) ≔

𝑑𝑑𝑛𝑛𝐴𝐴(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝜔𝜔𝑛𝑛 �

𝜔𝜔=𝜔𝜔𝑐𝑐

 (6) 

 𝜃𝜃𝑐𝑐
(𝑛𝑛) ≔

𝑑𝑑𝑛𝑛𝜃𝜃(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝜔𝜔𝑛𝑛 �

𝜔𝜔=𝜔𝜔𝑐𝑐

 (7) 
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このとき，以下の条件を満たす十分に狭い帯域幅𝑏𝑏が存在するはず

である． 
 𝐴𝐴(𝜔𝜔) ≃ 𝐴𝐴𝑐𝑐 + (𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)𝐴𝐴𝑐𝑐′      (|𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐| ≤ 𝑏𝑏) (8) 

かつ， 
 𝜃𝜃(𝜔𝜔) ≃ 𝜃𝜃𝑐𝑐 + (𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐)𝜃𝜃𝑐𝑐′      (|𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐| ≤ 𝑏𝑏) (9) 

ここに，𝐴𝐴(𝜔𝜔𝑐𝑐) =:𝐴𝐴𝑐𝑐 ,𝜃𝜃(𝜔𝜔𝑐𝑐) =:𝜃𝜃𝑐𝑐 ,𝐴𝐴𝑐𝑐
(1) =:𝐴𝐴𝑐𝑐′ ,𝜃𝜃𝑐𝑐

(1) =:𝜃𝜃𝑐𝑐′である． 
(8), (9)式を満たすような帯域幅𝑏𝑏が「極狭帯域」の厳密な定義である． 
「極狭帯域」の定義ができたので，「極狭帯域波」も定義できる．

まず，次式のような極狭帯域で切り出される波𝑢𝑢𝑟𝑟(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)を考える． 
 

𝑢𝑢𝑟𝑟(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) ≔
1

2𝜋𝜋� 𝑈𝑈(𝜔𝜔)ei𝜔𝜔𝜔𝜔𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜔𝜔𝑐𝑐+𝑏𝑏

𝜔𝜔𝑐𝑐−𝑏𝑏
 (10) 

ここで，幅1，中心０の標準的な矩形窓をrect(𝑥𝑥)とおくと，𝑢𝑢𝑟𝑟(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)
は以下のようにも書ける． 

 
𝑢𝑢𝑟𝑟(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) =

1
2𝜋𝜋� rect �

𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐
2𝑏𝑏

�𝑈𝑈(𝜔𝜔)ei𝜔𝜔𝜔𝜔𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
  

  
= ℱ−1 �rect �

𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐
2𝑏𝑏

�𝑈𝑈(𝜔𝜔)� (11) 

(11)式の右辺を次のように一般化し，この操作によって抽出される

極狭帯域の波を，「極狭帯域波 𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)」とする． 
 𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) = ℱ−1[𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐)𝑈𝑈(𝜔𝜔)] (12) 

ここに，𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)はrect((𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐) 2𝑏𝑏⁄ )を含む幅2𝑏𝑏の窓関数を表す．

また𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)はrect((𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐) 2𝑏𝑏⁄ )を含む単峰型の偶関数とする（こ

れは，𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)を乗じることによる𝑈𝑈(𝜔𝜔)の歪みを最小限に抑えるた

めの条件である）． 
𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)は，その具体例として𝑢𝑢𝑟𝑟(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)を含んでいるので，一般

化された極狭帯域である𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)の満たす性質は，𝑢𝑢𝑟𝑟(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)も満

たす．「𝑢𝑢𝑟𝑟(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)の方が𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)よりも『狭帯域の波』の直感的な

イメージに合致しており，具体的で分かりやすいのに，どうせ似た

ようなものなら何故𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)を使うのか？」と思う読者も居るかも

知れないが，𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)の形（(12)式の形）に一般化することでフー

リエ変換一般に関する既往の知見が利用できるようになり，理論的

な取り扱いは，むしろ容易になる． 
(2) 極狭帯域波の時刻歴波形 

極狭帯域波𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)の時刻歴波形は，極狭帯域のパラメータ

（𝜔𝜔𝑐𝑐 ,𝐴𝐴𝑐𝑐 ,𝐴𝐴𝑐𝑐′ ,𝜃𝜃𝑐𝑐 ,𝜃𝜃𝑐𝑐′）と極狭帯域を切り出す窓関数の逆フーリエ変換

によって決定される単純な関数で表すことができる．以下にその導

出を示す． 

まず，𝑈𝑈𝑤𝑤(𝜔𝜔,𝜔𝜔𝑐𝑐) ≔𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)𝑈𝑈(𝜔𝜔)とする．𝑈𝑈(𝜔𝜔)の振幅と位

相に極狭帯域の近似（(8), (9)式）を適用すると，𝑈𝑈𝑤𝑤(𝜔𝜔𝑐𝑐)は次のよう

に書ける． 
 𝑈𝑈𝑤𝑤(𝜔𝜔,𝜔𝜔𝑐𝑐) ≃ 𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐)(𝐴𝐴𝑐𝑐 + (𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)𝐴𝐴𝑐𝑐′ )

× exp �i�𝜃𝜃𝑐𝑐 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′(𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐)�� (13) 
 

したがって，この逆フーリエ変換𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)は次のようになる． 
 𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) ≃ ei𝜃𝜃𝑐𝑐�𝐴𝐴𝑐𝑐ℱ−1�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐) exp�i𝜃𝜃𝑐𝑐′(𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐)�� 

+𝐴𝐴𝑐𝑐′ ℱ−1�(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐) exp�i𝜃𝜃𝑐𝑐′(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)��� 
 (14) 

(14)式右辺にフーリエ変換のシフト則を適用すると，以下の関係が

得られる． 

 ℱ−1�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐) exp�i𝜃𝜃𝑐𝑐′(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)��  
  = 𝑒𝑒i𝜔𝜔𝑐𝑐𝑡𝑡ℱ−1�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔� (15) 
 ℱ−1�(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔 −𝜔𝜔𝑐𝑐) exp�i𝜃𝜃𝑐𝑐′(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)��  
  = 𝑒𝑒i𝜔𝜔𝑐𝑐𝑡𝑡ℱ−1�𝜔𝜔𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔�  
  = −i𝑒𝑒i𝜔𝜔𝑐𝑐𝑡𝑡ℱ−1�i𝜔𝜔�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔�� (16) 

(15)式のフーリエ変換については，畳み込み定理を逆に使うと以下

の通りになるので， 
ℱ−1�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔� = �ℱ−1[𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)] ∗ ℱ−1�ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔��(𝑡𝑡) (17) 

ここに，(𝑓𝑓 ∗ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥)は 2 つの関数𝑓𝑓と𝑔𝑔の変数𝑥𝑥に関する畳み込み積

分を表す． 
ℱ−1[𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)] =:𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)とおくと，次式の関係が得られる． 

 ℱ−1�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔� = �𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡) ∗ 𝛿𝛿(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)�(𝑡𝑡)  
  = 𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′) (18) 

(16)式のフーリエ変換については，フーリエ変換の微分法則より，

次式が成り立つので， 
 
ℱ−1�i𝜔𝜔�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔�� =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 ℱ

−1�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔� (19) 

これと(18)式を組み合わせて次式が得られる． 
 
ℱ−1�i𝜔𝜔�𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔)ei𝜃𝜃𝑐𝑐′𝜔𝜔�� =

𝑑𝑑𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)
𝑑𝑑𝑑𝑑  (20) 

以下，𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)の時間微分を𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)と略記する．(18), (20)式
を(15), (16)式に代入し，それをさらに(14)式に代入すると，極狭帯域

波を表す近似関数が，次の通りに得られる． 
𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) ≃ �𝐴𝐴𝑐𝑐𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′) − i𝐴𝐴𝑐𝑐′ 𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)�ei(𝜔𝜔𝑐𝑐𝑡𝑡+𝜃𝜃𝑐𝑐) (21) 

よって，極狭帯域波の振幅の包絡線は以下の通りに表せる． 

|𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)| ≃ ��𝐴𝐴𝑐𝑐𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)�
2 + �𝐴𝐴𝑐𝑐′ 𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)�

2
 (22) 

偶関数，奇関数の性質より𝑤𝑤𝑏𝑏2(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′), 𝑤̇𝑤𝑏𝑏2(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)はともに偶関数

であり，𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′ = 0となる𝑡𝑡，つまり𝑡𝑡 = −𝜃𝜃𝑐𝑐′を時間的重心に持つ．

したがって(21)式より，極狭帯域波の振幅の包絡線|𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)|は，

𝑡𝑡 = −𝜃𝜃𝑐𝑐′を時間的重心に持つ．ここで言う−𝜃𝜃𝑐𝑐′とは，極狭帯域の中

心周波数における群遅延時間を意味するので，以上考察より，極狭

帯域波と群遅延時間の関係も確認できたことになる． 
今後の議論のため，極狭帯域の仮定に基づく近似関数（(21)式右

辺）を真の極狭帯域波と区別して𝑢𝑢�𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)と書くことにし，その包

絡線も次式のように𝑏𝑏と𝐴𝐴𝑐𝑐で正規化して書くこととする． 

|𝑢𝑢�𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)| = 𝑏𝑏𝐴𝐴𝑐𝑐��
𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)

𝑏𝑏 �
2

+ �
𝑏𝑏𝐴𝐴𝑐𝑐′

𝐴𝐴𝑐𝑐
𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡 + 𝜃𝜃𝑐𝑐′)

𝑏𝑏2 �
2

 

 (23) 
 
2.2 代表的な窓関数による極狭帯域波の包絡線 

(1) 概要 

2.1 で示した(22), (23)式の形が，最も一般的な極狭帯域波の包絡線

の表現である．しかし具体的な極狭帯域波の特徴を定量的に評価す

るためには，窓関数一般では無く，特定の具体的な窓関数を設定す

る必要がある．代表的な窓関数による極狭帯域波の包絡線の具体例

として，窓関数𝑊𝑊𝑏𝑏に矩形窓・Parzen 窓を用いた結果を示す． 
 



技術研究報告第 48 号 2022.11 戸田建設株式会社 

 

 
 

(2) 矩形窓の逆フーリエ変換と極狭帯域波の近似包絡線 

 
𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔) = �1     (|𝜔𝜔| ≤ 𝑏𝑏)

0     (|𝜔𝜔| > 𝑏𝑏) (24) 

 矩形窓のフーリエ変換例えば9) より，𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)/𝑏𝑏と𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)/𝑏𝑏2は以下の

通りとなる． 
 𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)

𝑏𝑏 =
2 sin(𝑏𝑏𝑏𝑏)

𝑏𝑏𝑏𝑏  (25) 

 𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)
𝑏𝑏2 = 2�−

sin(𝑏𝑏𝑏𝑏)
(𝑏𝑏𝑏𝑏)2 +

cos(𝑏𝑏𝑏𝑏)
𝑏𝑏𝑏𝑏 � (26) 

 
図１において，𝛥𝛥𝛥𝛥 ≔ 𝑏𝑏/2𝜋𝜋である．同図より，極狭帯域波の時間的

重心は，𝑡𝑡 = −𝜃𝜃𝑐𝑐′にあることが確認できる．また同図より，𝐴𝐴𝑐𝑐′が大

きいほど𝑤̇𝑤𝑏𝑏の寄与が大きくなり，𝑢𝑢�𝑤𝑤の時間的な広がりが大きくな

ることが分かる． 
(3) Parzen窓の逆フーリエ変換と極狭帯域波の近似包絡線 

 

𝑊𝑊𝑏𝑏(𝜔𝜔) = �
1 − 6 �

𝜔𝜔
𝑏𝑏
�
2

+ 6 �
𝜔𝜔
𝑏𝑏�

3
     �|𝜔𝜔| <

𝑏𝑏
2�

2 �1 − �
𝜔𝜔
𝑏𝑏�
�
3

           �
𝑏𝑏
2 ≤ |𝜔𝜔| ≤ 𝑏𝑏�

 (27) 

Parzen 窓のフーリエ変換 10) より，𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)/𝑏𝑏と𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)/𝑏𝑏2は以下の

通りとなる．図2 と図1 の比較より，Parzen 窓でも定性的な傾向は

矩形窓と変わりないことが分かる． 
 
𝑤𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)
𝑏𝑏 =

3
4�

sin �𝑏𝑏𝑏𝑏4 �
𝑏𝑏𝑏𝑏
4

�

4

 (28) 

𝑤̇𝑤𝑏𝑏(𝑡𝑡)
𝑏𝑏2 =

3
4�

sin �𝑏𝑏𝑏𝑏4 �
𝑏𝑏𝑏𝑏
4

�

3

�−
sin �𝑏𝑏𝑏𝑏4 �

�𝑏𝑏𝑏𝑏4 �
2 +

cos �𝑏𝑏𝑏𝑏4 �
𝑏𝑏𝑏𝑏
4

� (29) 

 

 
3. 模擬波による理論の検証 

 2 章で述べた内容を検証するため，模擬波を作成し，模擬波の極

狭帯域波を定義（(12)式）通りに計算して求めた𝑢𝑢𝑤𝑤と(21)式の近似

式による結果𝑢𝑢�𝑤𝑤とを比較する．簡単のため，極狭帯域波の切り出し

は全て矩形窓によって行う． 

 

3.1 検証計算の方法 

(1) 極狭帯域波の包絡線の計算 

 これまで特に言及していなかったが，(12)式の定義に基づく極狭

帯域波は，負の周波数の情報を含まないため複素数信号となり，時

間領域における波の包絡線は，その絶対値をとることでそのまま計

算できる． 

 補足すると，本報告の定義に基づく極狭帯域波ではない一般的な

バンドパス・フィルター透過波は，負の周波数の情報も与えて虚部

を除去するので，極狭帯域波の記号を用いて書くと次のようになる． 

 𝑦𝑦𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) = 𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) + 𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,−𝜔𝜔𝑐𝑐) (30) 
ここに，𝑦𝑦𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)は𝜔𝜔𝑐𝑐周りの一般的なバンドパス・フィルター透過

波を表す． 

また，(12)式の𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)の定義および(30)式にある𝑦𝑦𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)と
𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)の関係より，𝑦𝑦𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)と𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)は時系列信号処理の理

論における実信号と解析信号（正確には解析信号の 1/2）の関係例え

ば11) となり，次式の関係も成り立つ． 

 
𝑢𝑢𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) =

1
2

(𝑦𝑦𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐) + ℋ[𝑦𝑦𝑤𝑤(𝑡𝑡,𝜔𝜔𝑐𝑐)]) (31) 

ここに，ℋ[𝑓𝑓]は関数𝑓𝑓のヒルベルト変換を表す． 

(2) 位相勾配と振幅勾配の計算 

 以下の検証において，3.2 では予め設定した位相勾配と振幅勾配

に対して推定包絡線を計算するので，これらを計算する余地はない．

3.3 では，模擬波の時刻歴を計算し，その経時特性を分析するので，

位相勾配と振幅勾配の計算も必要となる．この計算は，成田（2020）
8) の方法に基づいて行う．また 3.3 の計算では，簡単のため，常に

𝐴𝐴 = |𝑈𝑈|とする． 

 この方法の原理は，以下の通りである．まず，複素フーリエ振幅

𝑈𝑈(𝜔𝜔)の周波数微分と，𝑈𝑈(𝜔𝜔)の振幅・位相の周波数微分との関係は，

(3)式より次のようになる． 

 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑

exp(i𝜃𝜃(𝜔𝜔)) + i
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑈𝑈(𝜔𝜔)  

  
= �

1
𝐴𝐴(𝜔𝜔)

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ i
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑

�𝑈𝑈(𝜔𝜔) (32) 

一方，フーリエ変換の微分法則より次式が成り立つ． 

 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −iℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)] (33) 

(32), (33)式を組み合わせると，次式が導ける． 

 
ℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)] = �−

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
i

𝐴𝐴(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑑𝑑

�𝑈𝑈(𝜔𝜔) (34) 

よって，以下の関係が成り立つ． 

 
−𝜃𝜃𝑐𝑐′�𝐴𝐴(𝜔𝜔)�2 = ℜ�ℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)]𝑈𝑈∗(𝜔𝜔)��𝜔𝜔=𝜔𝜔𝑐𝑐

 (35) 

 𝐴𝐴𝑐𝑐′

𝐴𝐴𝑐𝑐
�𝐴𝐴(𝜔𝜔)�2 = ℑ�ℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)]𝑈𝑈∗(𝜔𝜔)��𝜔𝜔=𝜔𝜔𝑐𝑐

 (36) 

ここに，ℜ(𝑧𝑧)は複素数𝑧𝑧の実部，ℑ(𝑧𝑧)は複素数𝑧𝑧の虚部を表す． 

図1 矩形窓による極狭帯域波の例（最大振幅を１に正規化） 

(a) bAc’ / Ac = 1/5 (b) bAc’ / Ac = 1 (c) bAc’ / Ac = 5 

図2 Parzen窓による極狭帯域波の例（最大振幅を１に正規化） 

(a) bAc’ / Ac = 1/5 (b) bAc’ / Ac = 1 (c) bAc’ / Ac = 5 



地震時刻歴の周波数微分と経時特性の関係を統計量を用いずに説明する理論  

 
この原理を用いると，−𝜃𝜃𝑐𝑐′と𝐴𝐴𝑐𝑐′ /𝐴𝐴𝑐𝑐の𝐴𝐴𝑐𝑐2による重み付け平均は次

のようになる． 

 
M𝐴𝐴[−𝜃𝜃𝑐𝑐′] = ℜ�

∫ℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)]𝑈𝑈∗(𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑑𝑑

∫�𝐴𝐴(𝜔𝜔)�2𝑑𝑑𝑑𝑑
� (37) 

 
M𝐴𝐴 �

𝐴𝐴𝑐𝑐′

𝐴𝐴𝑐𝑐
� = sgn(𝐴𝐴𝑐𝑐′ )

∫ �ℑ�ℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)]𝑈𝑈∗(𝜔𝜔)��𝑑𝑑𝑑𝑑

∫�𝐴𝐴(𝜔𝜔)�
2𝑑𝑑𝑑𝑑

 (38) 

ここに，M𝐴𝐴[𝑓𝑓]は関数𝑓𝑓の�𝐴𝐴(𝜔𝜔)�
2
による重み付き平均，sgn(𝑥𝑥)は変

数𝑥𝑥の符号（正なら+1，負なら−1）を表す． 

(37), (38)式を用いて，極狭帯域幅の位相勾配と振幅勾配を計算する．

これらの式において，𝑈𝑈∗(𝜔𝜔),𝐴𝐴(𝜔𝜔)は元の時刻歴波形𝑢𝑢(𝑡𝑡)のフーリ

エ変換ℱ[𝑢𝑢(𝑡𝑡)]より得ることができ，ℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)]は𝑢𝑢(𝑡𝑡)に𝑡𝑡をかけた結

果をフーリエ変換することで得られる．このとき重み付き平均をと

る周波数幅は，極狭帯域の幅とする． 

なお，振幅勾配の重み付き平均は，(38)式よりも単純な形式とし

て，次式で表すことも出来る．ただしここでは，(39)式よりも(38)式
による平均化の方が，適切である． 

 
M𝐴𝐴 �

𝐴𝐴𝑐𝑐′

𝐴𝐴𝑐𝑐
� = ℑ�

∫ ℱ[𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑡𝑡)]𝑈𝑈∗(𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑑𝑑

∫�𝐴𝐴(𝜔𝜔)�2𝑑𝑑𝑑𝑑
� (39) 

𝐴𝐴𝑐𝑐′ /𝐴𝐴𝑐𝑐の重み付き平均という意味では，(38)式も(39)式も同じだが，

(39)式は平均化の過程で𝐴𝐴𝑐𝑐′が正の周波数と負の周波数の値が打ち消

し合う．𝐴𝐴𝑐𝑐′が極狭帯域波の包絡線形状に与える影響は，符号の正負

によらず絶対値が大きいほど包絡線の時間的な広がりが大きくな

る形で現れる（(23)式参照）ため，極狭帯域波への影響を評価する

目的には，符号の正負で振幅の相殺が生じない(38)式による平均化

方法の方が適している． 

 

3.2 模擬波1: 極狭帯域の仮定を厳密に満たす波 

 図 3 のような周波数特性を持つ模擬波を想定し，同図の 1Hz 近

傍を切り出した極狭帯域波について|𝑢𝑢𝑤𝑤|と|𝑢𝑢�𝑤𝑤|を比較する．𝐴𝐴𝑐𝑐 =
1 cm s2⁄ ⋅ s, 𝜃𝜃𝑐𝑐′ = −200 s, 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 0.04 Hzとし，𝑏𝑏𝐴𝐴𝑐𝑐′ /𝐴𝐴𝑐𝑐は1/5, 1, 5
の 3 ケースで実施する．𝑏𝑏𝐴𝐴𝑐𝑐′ 𝐴𝐴𝑐𝑐⁄ = 5のケースでは，評価対象帯域

の一部で𝐴𝐴 < 0となるが，前述の通り，本報の理論では，これは特

に問題ない． 

 

 100Hzサンプリング，データ長655.36 秒を想定して，|𝑢𝑢𝑤𝑤|と|𝑢𝑢�𝑤𝑤|
を計算した結果を図 4 に示す．同図より，両者良く整合しており，

𝑢𝑢�𝑤𝑤の式（(21)式右辺）の妥当性が確認できる． 

 

 

3.3 模擬波2: 現実的な地盤振動 

 表１の地盤の地表面に図5 の鉛直方向点加振を与え，加振点から

1km離れた点の鉛直方向の応答を計算，それを検証用の模擬波とす

る．地盤振動の計算には，薄層法 12) を用い，要素分割幅は各層5Hz
のせん断波長の1/20 とした．底面境界は，パラキシャル境界である．

図 5 の模擬加振力は 0.5～5Hz の 4.5Hz 幅の Parzen 窓形の周波数特

性を持つ加振力であり，計算開始時刻から 20 秒後に瞬間最大振幅

10kN が発生するように調整している．このような地盤と加振力の

モデルに対し，100Hzサンプリング継続時間163.84秒の模擬地盤応

答を計算する．また，本検討では，𝛥𝛥𝛥𝛥 = 0.125Hzとする．「極狭帯

域」の幅としてはやや広いが，極狭帯域波の包絡線の時間幅が広が

り過ぎると，元の時刻歴波形との対応が視覚的に分かり辛くなるの

で，ここでは時間軸上の対応関係の見易さを優先した． 

      
表１ 地盤モデル 

層番号 
下端深度 

(m) 
質量密度 

(t/m3) 

せん断波
速度 
(m/s) 

ポアソ
ン比 

減衰定数 
(%) 

1 5 

1.8 

100 

0.45 
2 

2 15 150 

3 50 300 

4 100 600 

5 500 2.0 1,000 1 

      
 

 
 応答計算の結果を図 6 に示す．同図(a), (b)より，地盤を伝わる波

の分散性により，周波数ごとの波の到達時刻に差が生じ，波の包絡

線が広がっていることが確認できる．また同図(c)より，波の波数成

分（薄層法ではモード）ごとの距離減衰特性の違いや異なる波数成

分同士の干渉により，振幅の周波数分布に，加振力の周波数分布に

は無い顕著な山谷が生じていることも確認できる．実地震に比べれ

ばまだ大分単純ではあるが，3.2 の模擬波 1 に比べれば，現実的な

模擬波になっている．なお，同図(b)は，極狭帯域波の包絡線を，帯

域ごとに最大振幅で正規化し，束ねてコンターとして描いたもので

(a) 

(b) 

図3 模擬波1の周波数特性 

図4 模擬波1の|uw|と|ûw| 
(a) bAc’ / Ac = 1/5 (b) bAc’ / Ac = 1 (c) bAc’ / Ac = 5 

図5 模擬波2の元となる加振力 

(a) (b) 
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あり，外見上はランニング・スペクトルに似ているが，ランニング・

スペクトルとは異なる．ランニング・スペクトルは短時間ごとに

データを区切って，各時間帯の周波数特性を見るのに対し，同図(b)
は狭い帯域でデータを区切って，各帯域の経時特性を表示しており，

ランニング・スペクトルとは，時間と周波数の関係が入れ替わって

いる． 

 
 観測点における応答振幅が大きく，数値的な誤差の影響が小さい

と考えられる 2～4Hz の間で，振幅に対する振幅勾配の割合が特に

大きい3.7Hz近傍の極狭帯域波の包絡線と，特に小さい2.8Hz近傍

の極狭帯域波の包絡線を，模擬波の𝜃𝜃′,𝐴𝐴′から算出した包絡線の理

論的推定値|𝑢𝑢�𝑤𝑤|と比較して，図7 に示す．縦軸は最大振幅で割って

正規化している．同図より，図6に示されるような，現実的な地盤

振動においても，|𝑢𝑢𝑤𝑤|と|𝑢𝑢�𝑤𝑤|は良く整合することが確認できる． 

 

 ただし，図 7 の結果は 3.7Hz 近傍の包絡線（同図(a)）について，

|𝑢𝑢𝑤𝑤|と|𝑢𝑢�𝑤𝑤|の乖離がやや目立つ結果となっている．このことについ

て検討するため，図 8 に 3.7Hz 近傍の𝐴𝐴と𝐴𝐴′を極狭帯域幅（ここで

は，𝛥𝛥𝛥𝛥 = 0.125Hz）で示す．  

 

同図より，3.7Hz 近傍の極狭帯域内部に特異点（付録１も参照）が

含まれていること，また帯域内での𝐴𝐴′の変動が大きく，極狭帯域の

仮定条件（帯域内で𝜃𝜃′,𝐴𝐴′が一定の条件）が破れていること，2点が

分かる．この2点が，図7(a)における|𝑢𝑢𝑤𝑤|と|𝑢𝑢�𝑤𝑤|の乖離の原因と考

えられる．今後，「極狭帯域」として適切な帯域幅の評価方法と，特

異点の処理方法を整備する必要がある． 
 

4. 議論・考察 

 

4.1 位相勾配・振幅勾配の統計量について 

 ある特定の周波数近傍の経時特性を評価したければ，評価対象周

波数を中心とした極狭帯域の位相勾配・振幅勾配を考えれば良い．

フーリエ変換の可能性の条件より，複素フーリエ振幅は周波数に対

して滑らかであるので，考慮の対象とする帯域幅を際限なく狭めて

行けば，（評価対象周波数が特異点である場合を除いて）必ずどこか

で極狭帯域の仮定（(8), (9)式）を満たす十分に狭い幅が見つかるは

ずであり，極狭帯域の内部では位相勾配と振幅勾配は一定なので，

統計量の入り込む余地はない． 
 しかしながら，実地震記録を分析するにあたっては，平滑化した

周波数特性を見たい場合や，ある程度広い帯域の平均的な特性を評

価対象とすることで情報を圧縮したい場合があるであろう．特に模

擬地震動作成への応用においては，情報の圧縮が重要だと考えられ

る．設計に用いる模擬地震動は，想定される震源や伝播経路に対す

る典型的な地震である必要があり，適切な平均化により，個々の地

震記録に含まれる非典型的な要素が，除去されている必要がある．

この意味で，位相勾配・振幅勾配の統計量を評価することには，十

分に実用的な意義がある．ただし，統計量を評価するとして，それ

が平均と分散で良いのか，あるいは平均と分散「だけ」で良いのか

という事については，議論の余地がある．例えば，観測点への波の

到達時刻のばらつき（周波数ごとの違い）には，震源における加振

力の特性に起因する要素と，伝播経路における波の分散性に起因す

る要素（図6(b)参照）の2 つが寄与していると考えられるが，この

うち少なくとも波の分散性によるばらつきについては，伝播経路

（地盤）の特性によって決定論的に定まる値であるため，統計量と

しての分散で表現するのは不適切だと考えられる． 
 
4.2 振幅勾配は考慮すべきか 

 2 章，3 章の結果より，振幅勾配が無視できないのは，解析的に

も数値的にも明らかである．しかし，模擬地震動作成への応用を考

えると，この問題はそれほど自明では無い．位相勾配だけで模擬地

震動の経時特性が決まるのであれば，振幅は構造設計上の要請に

従って設定すれば良いことになるが，経時特性を決定するのに振幅

勾配も必要という事になると，振幅勾配が決まれば振幅もほとんど

決まってしまうので，振幅の調整代が無くなり，設計に適した模擬

地震動を作成するのが困難になる．  
つまり，振幅勾配の影響は，考慮すべきではあるが，設計用模擬

地震動に反映するのが難しい要素であると言える．この問題に対す

る検討は，今後の課題とする． 
 

図6 模擬波2と模擬波における|uw|, A’, θ’ 

(a) 

(c) (b) 

(a) 3.7Hz近傍 

(b) 2.8Hz近傍 

図7 模擬波2における極狭帯域波の包絡線 

(a) (b) 

図8 3.7Hz（図7(a)）近傍のA, A’（平均化していない値） 



地震時刻歴の周波数微分と経時特性の関係を統計量を用いずに説明する理論  

 
5. まとめ 

 本報では，ごく狭い帯域のバンドパス・フィルター透過波の包絡

線が，その帯域の中心周波数における位相と振幅の周波数勾配に

よって，決定論的に表現できることを示した． 
ただし，このような「ごく狭い帯域」の評価方法と，位相勾配・

振幅勾配の評価過程にしばしば現れる特異点の処理方法について

は未だ整備できていない．また，振幅勾配を波の包絡線の関係に基

づいて定めてしまうと，振幅の周波数特性を設計用の模擬波として

適した形に調整できないという問題もある．これら応用上の未解決

問題について，今後検討を進める必要がある． 
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付録 1. 負の振幅について 

 適切な用語が無いので「負の振幅」としたが，当然|𝑈𝑈|が負の値を

取り得るという事ではない．本文(3)式のように𝐴𝐴を定義したときに，

𝐴𝐴 = −|𝑈𝑈|であるような場合も許容するという事である．もちろん

場合によっては，𝐴𝐴 = |𝑈𝑈|である．|𝑈𝑈|ei(𝜃𝜃+𝜋𝜋) = −|𝑈𝑈|ei𝜃𝜃であり，位

相側で辻褄合わせができるため，𝐴𝐴が正でも負でも計算上問題は生

じない．一方，𝐴𝐴が負の値を取ることを認めない場合，本文図 8に

示した通り，𝐴𝐴 = 0の周波数で𝐴𝐴が微分不可能になるし，その前後で

𝐴𝐴′の値が不連続になる．また，𝜔𝜔1と𝜔𝜔2の間に|𝑈𝑈(𝜔𝜔)|の零点がある

場合，𝐴𝐴が負の値を取ることを認めなければ，零点の前後で位相に

𝜋𝜋の不連続が生じる（付図1参照，この不連続は野津 (2017)7） も指

摘している）が，零点の前後で𝐴𝐴 = |𝑈𝑈|と𝐴𝐴 = −|𝑈𝑈|を切り替えれば，

これも回避できる． 

 ただし，𝐴𝐴を数値的に評価するときに，その正負を具体的にどう

決定すべきかについて，具体的なアイデアは未だまとまっていない．

現状では，理論的な検討において零点前後の特異点を考慮せず済ま

せるために，（具体的にどういうルールでそうなるかは分からない

が）「𝐴𝐴の符号が適宜都合よく切り替わるので，特異点は発生しない」

という事にしているだけである．付図1だけ見ると，虚部が負の時

に𝐴𝐴 = −|𝑈𝑈|とすれば良いようにも思えるが，それは誤りである．原

点を通過しない軌跡で𝑈𝑈の虚部の符号が入れ替わっても，|𝑈𝑈|に微分

不可能点が生じたり，𝑈𝑈の偏角が不連続になったりすることは無い

ので，𝐴𝐴の符号を反転する必要は無い．むしろ，この場合に𝐴𝐴の符号

を反転してしまうと，逆に𝐴𝐴や𝜃𝜃が不連続になる．「複素平面上で𝑈𝑈
が原点を通過したときに，𝐴𝐴の符号を反転する」というルールにす

るのが一番間違いが無いと考えられるが，その場合，𝐴𝐴(𝜔𝜔1)の符号

を決めるのに，𝜔𝜔 < 𝜔𝜔1の範囲で𝑈𝑈(𝜔𝜔)が何回原点を通過しているか

数える必要が発生し，数値計算上の処理が煩雑になる．より単純な

ルールが設定できないか検討中である． 

 

 

付録 2. 解析信号の瞬時周波数と極狭帯域波の中心周波数 

 本文 3.1 で解析信号例えば11) に触れたが，解析信号は包絡線を描く

のに便利というだけでは無く，短い時間帯の周波数特性を代表する

「瞬時周波数」とよばれる値の評価ができる．解析信号の瞬時周波

数とは，解析信号の位相の時間微分であり（複素正弦波ei𝜔𝜔𝜔𝜔の位相

𝜔𝜔𝜔𝜔の時間微分が角周波数𝜔𝜔に対応することからの命名だと考えら

れる），各時刻の波の周波数を表すとされている．これは，フーリ

エ・スペクトルの位相の周波数微分が，各周波数近傍の波の時間的

重心を表すのに似ている．実際，和泉，勝倉 (1983)5) は，全時刻の

瞬時周波数の平均が，全周波数帯域におけるパワースペクトルの周

波数軸上の重心に対応することを示している．そこで，ここでは，

極狭帯域の考え方と同様に，瞬時周波数の評価対象時刻近傍の「極

短時間」のフーリエ・スペクトルと，極狭帯域波の関係について示

す． 
 まず，元となる実数値の時刻歴波形𝑢𝑢(𝑡𝑡)に対し，解析信号を𝑧𝑧(𝑡𝑡)
として，次式の通りに定義する． 

 𝑧𝑧(𝑡𝑡) ≔ 𝑢𝑢(𝑡𝑡) + ℋ[𝑢𝑢(𝑡𝑡)] (A1) 

(a)U(ω)の軌跡 (b)A(ω) (c)θ(ω) 
付図1 零点近傍のU(ω), A(ω), θ(ω)の模式図 
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これを振幅𝑎𝑎(𝑡𝑡)と位相𝜙𝜙(𝑡𝑡)に分けて，次の通りに書く． 
 𝑧𝑧(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(𝑡𝑡) exp�i𝜙𝜙(𝑡𝑡)� (A2) 

さらに，𝑎𝑎(𝑡𝑡)と𝜙𝜙(𝑡𝑡)の時間微分を𝑎̇𝑎(𝑡𝑡), 𝜙̇𝜙(𝑡𝑡)と表すことにして，「極

短時間」の時間幅𝑏𝑏𝑡𝑡を，（「極狭帯域」のフーリエ・スペクトルと同

様に）以下の条件を満たすのに十分狭い幅として定義する． 
 𝑎𝑎𝑧𝑧(𝑡𝑡) ≃ 𝑎𝑎𝑧𝑧(𝑡𝑡𝑐𝑐) + (𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑐𝑐)𝑎̇𝑎𝑧𝑧(𝑡𝑡𝑐𝑐)   (|𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑐𝑐| ≤ 𝑏𝑏𝑡𝑡) (A3) 
 𝜙𝜙(𝑡𝑡) ≃ 𝜙𝜙(𝑡𝑡𝑐𝑐) + (𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑐𝑐)𝜙̇𝜙(𝑡𝑡𝑐𝑐)    (|𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑐𝑐| ≤ 𝑏𝑏𝑡𝑡) (A4) 

ここに，𝑡𝑡𝑐𝑐は評価対象時刻を表す． 
極短時間幅の窓関数で解析信号を切り出したもののフーリエ変換

を考えると，本文において極狭帯域波の時間的重心が−𝜃𝜃𝑐𝑐′であるの

を示したのと同様の議論により，極短時間波の周波数的重心が

𝜙̇𝜙(𝑡𝑡𝑐𝑐)であることを示すことができる． 
 したがって解析信号における𝑡𝑡𝑐𝑐と−𝜃𝜃′(𝜔𝜔𝑐𝑐)，𝜔𝜔𝑐𝑐と𝜙̇𝜙(𝑡𝑡𝑐𝑐)の関係は

付図2 のようになる．極短時間のフーリエ変換と，極狭帯域のフー

リエ変換は，時間領域と周波数領域を入れ替えて，同じことをして

いる形になっているが，変換・逆変換の関係にはなっていない．極

狭帯域波は，時間領域では幅の広いパルスで，位相勾配はその重心

となり，極短時間波は，周波数領域では，幅広い帯域にパワーが分

布し，瞬時周波数はその重心となる．つまり，𝑡𝑡𝑐𝑐と−𝜃𝜃′(𝜔𝜔𝑐𝑐)，𝜔𝜔𝑐𝑐と
𝜙̇𝜙(𝑡𝑡𝑐𝑐)の関係は，一般に以下の式の通りである． 

 
𝑡𝑡𝑐𝑐 ≠ −𝜃𝜃′ �𝜙̇𝜙(𝑡𝑡𝑐𝑐)� (A5) 

 𝜔𝜔𝑐𝑐 ≠ 𝜙̇𝜙�−𝜃𝜃′(𝜔𝜔𝑐𝑐)� (A6) 
「瞬時周波数」，「群遅延時間」という用語に含まれる文言の日常的

な意味や，各用語の概略的な説明から受けるイメージからすれば，

(A5), (A6)式の右左辺は等号関係が成り立ちそうであるが，そうでは

ないことに注意を要する． 

 
 

 

 

付図2 解析信号における極狭帯域波と極短時間フーリエ変換の模式図 

(a) 極狭帯域波 

(b) 極短時間波 


